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Curvas algebraicas

1. Sea p(T ) = T 2 y q(T ) = T 2 y definimos

f(X,Y ) = resT (p(T )−X, q(T )− Y ) ∈ k[X,Y ].

(a) Calcular f ∈ k[X,Y ].

(b) ¿Si k = R, es verdad que V (f) =
{
(p(t), q(t)) ∈ R2

∣∣ t ∈ R
}
?

(c) ¿Si k = C, es verdad que V (f) =
{
(p(t), q(t)) ∈ C2

∣∣ t ∈ C
}
?

2. Sea p, q ∈ k[X,Y ],

p(X,Y ) = X2Y−3XY 2+X2−3XY, p(X,Y ) = Y X3−4Y 2−3Y+X3+1.

(a) Demonstrar resX(p, q) ̸= 0.

(b) Demonstrar resY (p, q) = 0.

(c) ¿Cuáles son los factores comunes de p y q?

3. Sea λ > 0 un número real “bastante grande”, y

f(X,Y ) = Y − λ(X3 −X), g(X,Y ) = X − λ(Y 3 − Y ).

Demonstrar que todos los puntos de intersección entre V (f) y V (g) son
reales. Es decir, si x, y ∈ C tal que (x, y) ∈ V (f)∩V (g), entonces x, y ∈ R.

4. Demonstrar: no hay polinomio f(X,Y ) ∈ R[X,Y ] tal que

V (f) =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ y = sin(x)
}
.
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