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Curvas algebraicas

Suponemos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

1. Sea F' € k[X,Y, Z] homogéneo de grado 2,
F =9 0X3 +u01X0X1 + 102X X2 +u1 1 X7 4+ up 20X1 Xo + ug2X3,

donde los u; ; € k, no todos cero. Demonstrar: F' es una ecuacion minimal
si y solo si la matriz

0,0 u0,1/2 uo,z/g

u0,1/2 U1 u1,2/2

uoz2fy uizfa g9

tiene rango > 1.

2. ;Cuales son los componentes de los siguentes curvas?
C=V(X?Z*+YZ*'+ XYZ* + Y322 + 2XY?Z + Y*X? + Y*X)
D=V(X*+Y*

E=V(X®+3X?Y + X’°Z +3XY? +2XYZ +Y? +Y?Z)

3. Encontrar una cénica que pasa por todos los puntos

P=[0:0:1,P=[1:0:1], 3=1[0:1:1],
Py=1:1:1,P;=[1:3:2].

4. Sea f,g € k[X1,...,Xa, V1,..., Y, Z],

f:H(Z_Xi)7 g:H(Z—Y]‘)7
i=1
y
r=resz(f,g9) € k[X1,...,Xa, Y1,...,Y3].
Siz=(x1,...,74) €Ky (y1,...,y) € k*, definimos f,, g, € k[Z],
fw<Z):f(I1,...,.Ta7Z)7 gy(Z):g(yhayb?Z)
(a) Demonstrar: r(z,y) = res(fz, fy).

(b) Demonstrar: si hay ¢ y j tal que z; = y;, entonces r(z,y) = 0.

(¢) Concluir, usando el appéndice:

i) = I - x)).

(Indicacion: cudl es el monomio en grado méximo en los X;? Cual
es su coeficiente?)

Appéndice
La siguente teorema sigue del Nullstellensatz de Hilbert:

Teorema 1. Suponemos que k es algebramente cerrado. Sip,q € k[X1,...,Xy],
entonces plq si y solo si para cada (x1,...,x,) € k™,

p(r1,...,2n) =0 = q(z1,...,2,) =0.



