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Curvas algebraicas

1. SeaC=V(f) CA?y¢p: A% - A% ¢(X,Y) = (aX —bY,bX +aY), donde
a,b € k, tal que a® + b> = 1. Suponemos que C tiene una Gnica rama en
(0,0), y que r = multg ¢(C) € Zo.

(a) Demonstrar que ¢(C) C A? es una curva afin.
(b) ;Cual es la recta tangente de C'y de ¢(C) en (0,0)?
(c) Calcular mult g ) (C, #(C)).

2. Sea F(X,Y,Z) = X?Y2+Y?Z2 + Z7?°X%?y C=V(F) C P2

(a) ;Cuaéles son los puntos singulares de C?
(b) Demonstrar que cada punto singular de C' tiene dos ramas lisas.

3. La curva dual de una curva en P? es el conjunto de puntos (ug, u, us) € P?
tal que la recta V (upXo+u1 X1 +u2X2) es una recta tangente de un punto
de la curva.

(a) Encontrar una parametrizacion de la curva C = V(X2Z +Y?3).

(b) Demonstrar que la curva dual de C' es una curva parametrizada, es
decir, hay polinomios homogéneos A, B, C € k[U, V] del mismo grado
tal que la curva dual es el conjunto

{[A(u,v) : B(u,v) : C(u,v)] € P*|[u:v] € P*}.

4. El semigrupo Sr C Z>o de una rama R es el conjunto de multiplicidades
de intersecciéon de R y cualquier otra curva D,

Sgr = {mult(R, D) € Z>¢ | D otra curva} .
Por definicién, Sk no contiene el elemento +00 = mult(R, R).

(a) Demonstrar que Sg es un subsemigrupo de Z>, es decir, si a,b € Sg,
entonces a + b € Sg.

(b) Demonstrar que si a,b € Sg, entonces min{a,b} € Sg.



